Konzepte der Numerik endlicher Rotationen by Menzel, A. et al.
TECHNISCHE MECHANIK, Band 24, Heft 1, (2004), 61– 66
Manuskripteingang: 6. Oktober 2003
Konzepte der Numerik endlicher Rotationen
A. Menzel, P. Betsch, E. Stein, P. Steinmann
Algorithmen zur Berechnung endlicher Rotation, die typischer Weise bei Finite Element Simulationen Anwendung
finden, ko¨nnen in zwei allgemeine Kategorien unterteilt werden: Im Rahmen der ersten Kategorie werden iterative
Rotationsfreiheitsgrade betrachtet, wohingegen der zweiten Kategorie totale Rotationsfreiheitsgrade zugrunde
liegen. Diese Freiheitsgrade ko¨nnen auf drei unterschiedliche Konfigurationen bezogen werden: Den letzten
Iterationsschritt, den letzten inkrementellen Lastschritt oder den unrotierten Ausgangszustand. Unabh a¨nging von
der gewa¨hlten Parametrisierung endlicher Rotationen weisen diese Formulierungen unterschiedliche numerische
Eigenschaften in Bezug auf Robustheit und Stabilit a¨t sowie den erforderlichen zusa¨tzlichen Speicherplatzbedarf
auf. Diese allgemein zu klassifizierenden Merkmale werden in diesem Beitrag diskutiert.
1 Einleitung
Zur Formulierung endlicher Rotationen existieren zahlreiche Parametrisierungen wie die Euler–Rodrigues For-
mel, Quaternionen oder elementare Rotationen (Eulerwinkel, Kardanwinkel), siehe zum Beispiel Altmann (1986),
Ge´radin und Rixen (1995) oder Crisfield (1997). Alle Parametrisierungen verlieren fu¨r bestimmte Drehabbildun-
gen ihre Eineindeutigkeit zwischen den Rotationsparametern 

     und dem zugeho¨rigen Rotationstensor
  , wobei    den Rotationsvektor mit der Rotationsachse          und dem
zugeordneten Drehwinkel    bezeichnen soll. Daru¨berhinaus ko¨nnen bei der Linearisierung im Rahmen ei-
nes numerischen Berechnungsverfahrens lineare Abha¨ngigkeiten auftreten, die zum Verlust der Eindeutigkeit der
Berechnung fu¨hren bzw. zum den Verlust der Konvergenz des verwendeten Lo¨sungsverfahrens verursachen, sie-
he Betsch u.a. (1998) oder Menzel u.a. (1998). Daher sollten die auftretenden Rotationsfreiheitsgrade hinreichend
weit entfernt von diesen, vor allem von der verwendeten Kategorie abha¨ngigen, singula¨ren Punkten liegen.
2 Kategorisierung der Numerik endlicher Rotationen
Gegeben sei der Rotationstensor, welcher die kartesische Basis 

     in die Basis 

transformiert.
Gesucht sind Formulierungen der Rotation   

 


welche die Basis 

auf 

abbildet. Im Rahmen eines
iterativen Lo¨sungsverfahrens wird zwischen drei mo¨glichen Bezugssystemen unterschieden, wobei der Index 
den letzten Iterationsschritt, der Index  das letzte Inkrement und der Index  die unrotierte Referenzkonfigu-
ration bezeichnet.
Kategorie I: Multiplikativer Update basierend auf iterativen, materiellen Rotationsfreiheitsgraden 	

bzgl. der
Basis 

des letzten Iterationsschrittes in der Form:    	

.
Vorteile:  Singularita¨ten treten praktisch nicht auf
 einfache Linearisierung
Nachteile:  programmtechnisch umfangreicher Update
 zusa¨tzlicher Speicherplatzbedarf 
 im Allgemeinen unsymmetrische Elementsteifigkeitsmatrizen
Kategorie II: Additiver Update basierend auf totalen, materiellen Freiheitsgraden 

bzgl. der Basis 

der unro-
tierten Referenzkonfiguration: 

 



	

und    





.
61
Vorteile:  programmtechnisch einfacher Update
 symmetrische Elementsteifigkeitsmatrizen
 kein zusa¨tzlicher Speicherplatzbedarf
Nachteile:  fu¨r bestimmte Rotationsabbildungen treten generell Singularita¨ten auf
 aufwendige Linearisierung
Diese Kategorisierung definiert die Update–Struktur der Rotationsfreiheitsgrade. Darauf aufbauend werden im
Folgenden drei unterschiedliche Verfahren erla¨utert.
Verfahren I: Numerische Implementation im Rahmen der Kategorie I.
Verfahren II: Numerische Implementation im Rahmen der Kategorie II.
Verfahren III: Additiver Update basierend auf inkrementellen, materiellen Freiheitsgraden 

bzgl. der Basis 

des letzten Inkrementes: 

 



	

mit 
	
 . Die Gesamtrotation ergibt sich aus dem multipli-
kativen Update    





. Am Ende der Gleichgewichtsiteration innerhalb eines Lastschrittes


 wird die Geschichtsvariable 


 
 gespeichert. Man erha¨lt somit ein hybrides Verfahren, das we-
sentliche Eigenschaften der Kategorien I und II kombiniert.
Vorteile:  hinreichend kleine Lastschritte lassen die Berechnung beliebig großer Rotationen zu
 programmtechnisch einfacher Update
 symmetrische Elementsteifigkeitsmatrizen
Nachteile:  aufwendige Linearisierung
 zusa¨tzlicher Speicherplatzbedarf 
3 Numerik endlicher Rotationen
Im Folgenden beschra¨nken wir uns stellvertretend fu¨r alle unterschiedlichen Parametrisierungen endlicher Rota-
tionen auf die Darstellung elementarer Rotationen. Die Rotationsparameter 

bezeichnen daher Drehwinkel bzgl.
der einzelnen Drehachsen. Die Reihenfolge der Multiplikation dieser Einzelrotationen 

entspricht dem Bezug
auf mitbewegte oder feste Rotationsachsen. Im Folgenden werden als feste Rotationsachsen die kartesischen Ba-
sisvektoren 

verwendet, so dass sich die Gesamtrotation zu   



 
	

	
 



 ergibt.
Anhand der strukturmechanischen Beschreibung von glatten Schalen wird diese Parametrisierung innerhalb aller
Verfahren diskutiert – zur Schalenformulierung siehe Betsch und Stein (1996) sowie die dort zitierte Literatur. Die
Referenzrotation ist u¨ber  

 

definiert, wobei im Folgenden   

und   

die Schalendirek-
toren der unrotierten bzw. rotierten Konfiguration bezeichnen. Des weiteren ist die Drillrotation um den Direktor
auszuschließen, so dass mit 


  der Zusammenhang


 



 



 

 


	

	
 



  

 





  




  

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


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

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folgt, wobei 
   . Im Allgemeinen fu¨hren im Rahmen einer Finiten Element Formulierung multiplikative Ver-
fahren der Kategorie I zu unsymmetrischen Element–Steifigkeitsmatrizen – vgl. Simo (1992) – und additive Ver-
fahren der Kategorie II zu symmetrischen Element–Steifigkeitsmatrizen, siehe zum Beispiel Cardona and Ge´radin
(1988), Ibrahimbegovic´ u.a. (1995) oder Gruttmann u.a. (2000). Die hier betrachtete Reduktion auf zwei Rotati-
onsfreiheitsgrade liefert hingegen generell symmetrische Element–Steifigkeitsmatrizen.
3.1 Verfahren I anhand elementarer Rotationen
Im Rahmen der Finiten Element Methode ist die Linearisierung des Schalendirektors notwendig. Die Umsetzung
innerhalb der singularita¨tenfreien Kategorie I liefert mit 





 

und     

  den Zusammen-
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wobei

 den dreistufigen Permutationstensor bezeichnet und die Exponentialabbildung   

  
benutzt wurde. Den zugeho¨rigen Update fasst Algorithmus 1 zusammen.
Algorithmus 1 Verfahren I: Multiplikativer Update basierend auf iterativen Rotationsfreiheitsgraden.
Gegeben:  iterative Rotationsfreiheitsgrade 	

 Geschichtsvariable 
Schritt 1: 	
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	

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
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Schritt 2:     und      

3.2 Verfahren II anhand elementarer Rotationen
Die Formulierung elementarer Rotationen innerhalb der Kategorie II liefert mit 





 

fu¨r den iterativen
Direktor 	 den Zusammenhang
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Die Singularita¨t des Verfahrens wird hier deutlich, denn fu¨r  

  	
 

  mit        
stimmt der rechte Spaltenvektor der    Matrix in Gl.(4) mit dem Nullvektor u¨berein und 	
	
kann daher im
Rahmen einer iterativen Berechnung beliebige Werte annehmen. Anschaulich entsprechen diese Rotationswinkel


bzgl. der Rotationsachse 

mit  

  den Drehungen, welche die Achse 
	
kollinear auf 

abbilden.
Somit liefert eine anschließende Rotationen
	





	

 


mit einem Winkel 
	
die auszuschließende
Drillrotation. Den zugeho¨rigen Update fasst Algorithmus 2 zusammen.
Algorithmus 2 Verfahren II: Additiver Update basierend auf totalen Rotationsfreiheitsgraden.
Gegeben:  iterative Rotationsfreiheitsgrade 	

 Geschichtsvariablen 

Schritt 1: 

 



	

Schritt 2:   	


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3.3 Verfahren III anhand elementarer Rotationen
Im Rahmen des Verfahrens III wird nun die Referenzrotation   aus Verfahren II durch die Rotation  er-
setzt, die dem letzten Inkrement entspricht. Da die auftretenden inkrementellen Rotationsparameter 

nun nicht
mehr die Gesamtrotation repra¨sentieren, tritt die oben beschriebene Singularita¨t praktisch nicht mehr auf, da die
inkrementellen Winkel 

im Allgemeinen hinreichend klein bleiben. Andernfalls kann ein kleinerer Lastschritt
gewa¨hlt werden. Den zugeho¨rigen Update fasst Algorithmus 3 zusammen.
Algorithmus 3 Verfahren III: Hybrider Update basierend auf inkrementellen Rotationsfreiheitsgraden.
Gegeben: iterative Rotationsfreiheitsgrade 	

 Geschichtsvariablen 

und 
Schritt 1: 

 



	

Schritt 2:   	
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Gleichgewicht:  
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  
 und 


	
 
4 Numerisches Beispiel
Zum Vergleich der vorgestellten Algorithmen wird als numerisches Beispiel ein einseitig eingespannter Krag-
arm betrachtet, der mit    Vier–Knoten Schalenelementen diskretisiert wird – siehe Bild 1. Die Geometrie
und Materialparameter sind mit dem Beispiel in Argyris und Symeonides (1981) bzw. Simo und Vu-Quoc (1986)
u¨bereinstimmend gewa¨hlt: Es wird de–Saint–Venant–Material verwendet mit     und   , so dass
sich fu¨r die Abmessungen   (La¨nge),   (Breite) und    (Ho¨he) die Stabgro¨ßen    
und   ergeben. Das freie Ende des Kragarms ist am mittleren Knoten durch eine Einzelkraft
belastet, die in jedem Deformationszustand kollinear zum Schalendirektor  des Lastknotens verla¨uft. Im Rahmen
der Finiten Element Berechnung liefert diese deformationsabha¨ngige Last     daher folgenden Beitrag zur
Arbeit der a¨ußeren Lasten




  Æ


	

   (5)
wobei  den Ortsvektor der Schalenmittelfla¨che charakterisiert und  
 den Knotenindex des Lastangriffspunk-
tes bezeichnet. Die zugeho¨rige Linearisierung liefert unsymmetrische Element–Steifigkeitsmatrizen und fu¨r die
gewa¨hlten Randbedingungen dieses Beispieles wird die Gesamt–Steifigkeitsmatrix ebenfalls unsymmetrisch. Zur
allgemeinen Formulierung deformationsabha¨ngiger Lasten sei hier auf die Arbeiten von Sewell (1967) sowie
Schweizerhof und Ramm (1984) verwiesen.
Bild 1 zeigt die Referenzkonfiguration des Kragarms sowie mehrere verformte Zusta¨nde in ra¨umlicher Darstellung
und schematischer Seitenansicht. Fu¨r kleine Lasten a¨hnelt die Deformation einer Aufrollbewegung unter reiner
Biegung; erst im weiteren Belastungsverlauf stellt sich eine doppelt gekru¨mmte Konfiguration ein und der Last-
angriffspunkt sinkt unter sein Ausgangsniveau ab. Des weiteren ist in Bild 1 der Rotationsfreiheitsgrad 

der
unbelasteten freien Endknoten (Knotenindex   und ) als Funktion von  dargestellt. Der Lastkoten  
 ist
hierbei von untergeordnetem Interesse, da der zweite Rotationsfreiheitsgrad aus Symmetriegru¨nden konstant ist
und in diesem Beispiel verschwindet (

	
  

, was im Rahmen der gewa¨hlten Rechnergenauigkeit liegt).
Der zweite Rotationsfreiheitsgrad der unbelasteten freien Endknoten hingegen, nimmt in diesem Beispiel endliche
Werte an (	
	
  
). Bei einer Last des Betrags    stellt sich eine Verformung ein, fu¨r welche die
Werte der betrachteten Rotatationswinkel mit 	

  nahe der analytischen Singularita¨t von 

 
liegen. Bereits in dieser Umgebung der exakten Singularita¨t weist das Verfahren II numerische Instabilita¨ten auf,
so dass im Rahmen einer Newton Iteration kaum Konvergenz zu erzielen ist – die zu Grunde liegende Steifigkeits-
matrix ist also schlecht konditioniert. Im Gegensatz hierzu beno¨tigen die vorgestellten Algorithmen der Verfahren
I und III wesentlich weniger Iterationen, um den Gleichgewichtszustand zu berechnen. Tabelle 1 stellt anhand der
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Bild 1: Kragarm unter mitbewegter Einzellast.
Norm des Residuums im Rahmen der Newton Iteration der Finiten Element Berechnung diese Eigenschaften der
einzelnen Verfahren gegenu¨ber. Betrachtet wird hierbei der Lastschritt    .
5 Zusammenfassung
Zur numerischen Beschreibung endlicher Rotationen existieren zwei allgemeine Kategorien an Algorithmen, die
zum einen iterative (I) und zum anderen totale (II) Drehfreiheitsgrade beinhalten. Jede Parametrisierung endlicher
Rotationen kann innerhalb beider Kategorien umgesetzt werden. Allen additiven Formulierungen der Kategorie
II liegen in der Umsetzung Singularita¨ten zu Grunde, die lediglich in der praktischen Anwendung dadurch beho-
ben werden ko¨nnen, dass sich im Rahmen einer in einzelne Lastschritte unterteilten Berechnung die auftretenden
Freiheitsgrade auf den Gleichgewichtszustand des letzten Inkrementes beziehen (Verfahren III). Das abschließen-
de Finite Element Beispiel unterstreicht den Verlust der Konvergenz des Newton Verfahrens bei Verwendung des
standard additiven Algorithmus (Verfahren II) bereits in der Na¨he der analytischen Singularita¨t.
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